
地軸の歳差運動 (10.0点)

パート A. 地球の形 (1.0点)

A.1. 変数 hmax, G, ω,ME, Rの次元を基本次元，長さ L，質量M，時間 Tで表す：

[hmax] = L,

[G] = L3M−1T−2,

[ω] = T−1,

[ME] = M,

[R] = L.

問に与えられた関係式の両辺は次元についても等しい：

L = (L3M−1T−2)−1T−βMγLδ.

これを整理すると：

L = Lδ−3Mγ+1T2−β ,

となるので，指数の満たす方程式が得られる：

0 = 2− β,

0 = γ + 1,

1 = δ − 3.

これを解いて，β = 2, γ = −1, δ = 4となる。
A.2. 上の設問から hmax は，

hmax ∝ ω2R4

GME
.

ここで，ω = 2π/(24h) = 7.27×10−5s−1である。次元のない係数を 1として，hmax = 21.9km

が得られる。

パート B. 太陽の時間平均重力場 (3.2点)

B.1. 解法 I：　重力ポテンシャルを用いる方法
z 軸上の任意の点で太陽リングによる重力ポテンシャル U(z)は

U(z) = −G
MS√

z2 + d2SE
.

重力はこれを z で微分することによって得られる：

gz(z) = −dU

dz
= −GMS

z

(z2 + d2SE)
3/2

.

z の一次まで展開して

gz(z) ≈ −GMS

d3SE
z.
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負号は gz が太陽リングの中心を向いていることを示す。
解法 II：重力の積分をする方法
太陽リングの質量 dM の小さな部分がリングの対称軸上の高さ z の場所に作る重力は（図

B.1）

dg =
GdM

z2 + d2SE

Figure B.1.

Due to symmetry, the net field at the same point is
parallel with the axis, so only the corresponding com-
ponent of this field should be taken:

dgz = −dg cos θ,

where the negative sign indicates the −z direction.
The angle θ is the same for all segments of the ring
and

cos θ =
z√

z2 + d2SE

.

Using these three equations and integrating over the
mass of the ring we get the net field on the axis at
arbitrary position:

gz = −GMS
z

(z2 + d2SE)
3/2

.

Using the relation |z| ≪ dSE this simplifies to:

gz ≈ −GMS
z

d3SE

.

Task B.1., Solution II. Pts
Writing the gravitational field of an element
of the ring

0.2

Figure with correct geometry 0.1
Taking only the z component for symmetry
reasons

0.1

Summing/integrating over the whole ring 0.1
Calculating the gz at arbitrary z correctly 0.2
Approximate form of gz for |z| ≪ dSE 0.1
Indicating correct direction in the figure 0.2
Total for Task B.1. 1.0

B.2. Solution I: Using Gauss’s theorem. The ra-
dial component of the field gr in the plane of the Sun
ring can be found from the gravitational Gauss’s law
(see Figure B.2 ).

Figure B.2.

Apply Gauss’s theorem for the cylindrical region of
height 2|z| and radius r:

gr 2z × 2πr + gz 2r
2π = 0,

from where we get

gr(r) = − r

2z
gz(z) =

GMS

2d3SE

r.

The field points radially outwards.

Task B.2., Solution I. Pts
Idea of using Gauss’s law 0.5
Taking a cylindrical Gaussian surface with
axis z near the center of the Sun ring

0.4

Writing Gauss’s law correctly in terms of
radial and axial fields (0.3 p in case of mis-
take in areas, 0 p if the error is dimensional)

0.6

Final result for gr is proportional to r (0 p
if not)

0.3

Correct proportionality constant in gr
(0.1 p for error in prefactor, 0 p for dimen-
sional error)

0.2

Indicating correct direction in the figure 0.2
Total for Task B.2. 2.2

Solution II: By integration of potential. Let us take
a point P in the plane of the sung ring at distance r
from the center (see Figure B.3 ).

Figure B.3.

The distance s of a small element of the ring of angu-
lar size dφ located at angle φ with respect to point P
is given by law of cosines:

s =
√

d2SE + r2 − 2dSEr cosφ.

The gravitational potential at point P due to the
small segment can be written as

dU = −GMS

s

dφ

2π
,

so the net potential of the ring at point P is

U(r) = −GMS

2π

2π∫
0

(
d2SE + r2 − 2dSEr cosφ

)− 1
2 dφ.

Let us make the indegrand dimensionless:

U(r) = − GMS

2πdSE

2π∫
0

(
1 +

r2

d2SE

− 2r cosφ

dSE

)− 1
2

dφ.

2

図 B.1.

対称性により，重力の合力は軸に平行であり，重力のその成分は
dgz = −dg cos θ,

ここで，負号は −z 方向を示す。角 θ は太陽リングの全ての部分について等しく，

cos θ =
z√

z2 + d2SE
.

以上の 3つの式を用いて，太陽リング全体について積分をすれば，軸上の任意の点についての
重力は

gz = −GMS
z

(z2 + d2SE)
3/2

.

関係式 |z| ≪ dSE を用いて，

gz ≈ −GMS
z

d3SE
.

B.2. 解法 I：ガウスの定理を用いる方法
太陽リングの面上での動径方向の重力 gr は重力についてのガウスの定理より求まる（図

B.2）。

Figure B.1.

Due to symmetry, the net field at the same point is
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.
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.
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.
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図 B.2.
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高さ 2|z|，半径 r の円筒形の領域にガウスの定理を適用して，

gr2z × 2πr + gz2r
2π = 0,

従って，

gr(r) = − r

2z
gz(z) =

GMS

2d3SE
r.

重力は動径方向外側を向いている。
解法 II：重力ポテンシャルを積分する方法
太陽リング面上の中心からの距離 r の点 Pを考える（図 B.3）

Figure B.1.

Due to symmetry, the net field at the same point is
parallel with the axis, so only the corresponding com-
ponent of this field should be taken:

dgz = −dg cos θ,

where the negative sign indicates the −z direction.
The angle θ is the same for all segments of the ring
and

cos θ =
z√
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.

Using these three equations and integrating over the
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arbitrary position:
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.

Using the relation |z| ≪ dSE this simplifies to:
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.
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B.2. Solution I: Using Gauss’s theorem. The ra-
dial component of the field gr in the plane of the Sun
ring can be found from the gravitational Gauss’s law
(see Figure B.2 ).
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2π = 0,

from where we get
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r.

The field points radially outwards.
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Solution II: By integration of potential. Let us take
a point P in the plane of the sung ring at distance r
from the center (see Figure B.3 ).
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The distance s of a small element of the ring of angu-
lar size dφ located at angle φ with respect to point P
is given by law of cosines:

s =
√

d2SE + r2 − 2dSEr cosφ.

The gravitational potential at point P due to the
small segment can be written as

dU = −GMS

s

dφ

2π
,

so the net potential of the ring at point P is
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2

図 B.3.

太陽リングの角 φの位置にある範囲 dφの小さな領域と点 Pの距離 sは，余弦定理より

s =
√
d2SE + r2 − 2dSEr cosφ.

この小さな領域が点 Pにつくる重力ポテンシャルは

dU = −GMS

s

dφ

2π
,

なので，太陽リング全体からの重力ポテンシャルは

U(r) = −GMS

2π

∫ 2π

0

(d2SE + r2 − 2dSEr cosφ)
− 1

2 dφ.

被積分関数を無次元化して

U(r) = − GMS

2πdSE

∫ 2π

0

(
1 +

r2

d2SE
− 2r cosφ

dSE

)− 1
2

dφ.

ここで，r ≪ dSE を考慮して，次の量を導入する

ε =
r2

d2SE
− 2r cosφ

dSE
.
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ε ≪ 1なので，被積分関数を εの 2次まで展開して，

(1 + ε)−
1
2 ≈ 1− ε

2
+

3ε2

8
.

εの表式を代入して，r/dSE の 2次の項まで残す：

(1 + ε)−
1
2 ≈ 1− r2

2d2SE
+

r cosφ

dSE
+

3r2 cos2 φ

2d2SE
.

右辺第 3項は φ積分で消えるので，ポテンシャルは

U(r) = − GMS

2πdSE

∫ 2π

0

(
1− r2

2d2SE
+

3r2 cos2 φ

2d2SE

)
dφ.

積分公式 ∫ 2π

0
cos2 φdφ = π （交流の電力計算と同様）を用いて，

U(r) = − GMS

2πdSE

(
2π − 2π

r2

2d2SE
+

3πr2

2d2SE

)
.

整理して，

U(r) = −GMS

dSE
− GMSr

2

4d3SE
.

重力はこのポテンシャルの勾配に負号をつけたものである

gr(r) = −dU

dr
=

GMS

2d3SE
r.

パート C. 地球には働くトルク (2.6点)

C.1. 回転楕円体は極方向に Re/Rp 倍に一様に伸ばすと半径 Reの完全な球に変形できるの
で，楕円体の体積は（図 C.1）

Vellipsoid =
4π

3
R3

e

Rp

Re
=

4π

3
R2

eRp.

To simplify the integral we can use the fact that
r ≪ dSE . Introducing the quantity

ε =
r2

d2SE

− 2r cosφ

dSE

(ε ≪ 1) we can expand the integrand up to second
order in ε:

(1 + ε)
− 1

2 ≈ 1− ε

2
+

3ε2

8
.

After writing back the expression of ε and keeping
terms up to quadratic order in r/dSE we get:

(1 + ε)
− 1

2 ≈ 1− r2

2d2SE

+
r cosφ

dSE
+

3r2 cos2 φ

2d2SE

.

The third term on the right side is canceled after in-
tegrating over φ, so the potential takes the form

U(r) = − GMS

2πdSE

2π∫
0

(
1− r2

2d2SE

+
3r2 cos2 φ

2d2SE

)
dφ.

Using that
∫ 2π

0
cos2 φdφ = π (from the analogy with

the calculation of real power in AC circuits), the in-
tegral can be evaluated:

U(r) = − GMS

2πdSE

(
2π − 2π

r2

2d2SE

+
3πr2

2d2SE

)
.

This simplifies to

U(r) = −GMS

dSE
− GMSr

2

4d3SE

.

The gravitational field is the negative gradient of the
potential:

gr(r) = −dU

dr
=

GMS

2d3SE

r.

Task B.2., Solution II. Pts
Expressing distance s from trigonometry 0.2
Writing the potential generated by a small
element of the ring

0.1

Writing U(r) as an integral 0.1
Taylor expansion of the integrand up to sec-
ond order in r (0.1 p if only first order is
calculated, 0.4 p if the term with cos2 φ is
missing)

0.6

Integrating over φ (0.1 p if the term cos2 φ
is missing)

0.2

Expressing gz as a derivative of U(z). (0.1 p
if negative sign is not included)

0.2

Calculating the derivative correctly 0.1
Final result for gr is proportional to r (0 p
if not)

0.3

Correct proportionality constant in gr
(0.1 p for error in prefactor, 0 p for dimen-
sional error)

0.2

Indicating correct direction in the figure 0.2
Total for Task B.2. 2.2

Part C. The torque acting on the Earth (2.6 p)

C.1. The ellipsoid of revolution can be trans-
formed into a perfect sphere of radius Re (see Figure
C.1.) by stretching it uniformly along the polar diam-
eter by a factor Re/Rp, so the volume of the ellipsoid
is given by

Vellipsoid =
4π

3
R3

e

Rp

Re
=

4π

3
R2

eRp.

Figure C.1.

The volume of one of the excess regions is:

V =
1

2

(
4π

3
R3

e −
4π

3
R2

eRp

)
=

2π

3
R2

ehmax.

The density of the homogeneous Earth is ϱ =
3ME/(4πR

2
eRp), so the mass of one of the excess re-

gions is the following:

m = ϱV =
3ME

4πR2
eRp

2π

3
R2

ehmax =
hmax

2Rp
ME .

Task C.1. Pts
Idea of stretching the ellipsoid into sphere 0.2
Volume of one of the excess regions 0.3
Correct expression for the density of Earth 0.1
Final result for m 0.2
Total for Task C.1. 0.8

C.2. The torque acting on the perfect sphere of
radius Re is zero due to symmetry. From the super-
position principle outlined in the problem, it follows
that the torque τ⃗ acting on the ellipsoid-shaped Earth
is equal in magnitude but opposite in direction to the
torque τ⃗ ′ acting on the two equivalent point masses
(each of mass 2m/5): τ⃗ = −τ⃗ ′.

Figure C.2. The forces acting on the two point masses.

3

図 C.1.

ひとつの余剰領域の体積は

V =
1

2

(
4π

3
R3

e −
4π

3
R2

eRp

)
=

2π

3
R2

ehmax.
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一様な地球の密度は ρ = 3ME/(4πR
2
eRp)であるから，ひとつの余剰領域の質量は

m = ρV =
3ME

4πR2
eRp

2π

3
R2

ehmax =
hmax

2Rp
ME.

C.2. 半径 Re の完全な球に働くトルクは対称性のためにゼロである。問題内に説明した重ね
合わせの原理に基づき，楕円体の地球に働くトルク −→τ は，二つの同じ点質量（2m/5）に働く
トルク −→

τ ′ と大きさが同じで方向が逆である：−→τ = −
−→
τ ′。

To simplify the integral we can use the fact that
r ≪ dSE . Introducing the quantity

ε =
r2

d2SE

− 2r cosφ

dSE

(ε ≪ 1) we can expand the integrand up to second
order in ε:

(1 + ε)
− 1

2 ≈ 1− ε

2
+

3ε2

8
.

After writing back the expression of ε and keeping
terms up to quadratic order in r/dSE we get:

(1 + ε)
− 1

2 ≈ 1− r2

2d2SE

+
r cosφ

dSE
+

3r2 cos2 φ

2d2SE

.

The third term on the right side is canceled after in-
tegrating over φ, so the potential takes the form

U(r) = − GMS

2πdSE

2π∫
0

(
1− r2

2d2SE

+
3r2 cos2 φ

2d2SE

)
dφ.

Using that
∫ 2π

0
cos2 φdφ = π (from the analogy with

the calculation of real power in AC circuits), the in-
tegral can be evaluated:

U(r) = − GMS

2πdSE

(
2π − 2π

r2

2d2SE

+
3πr2

2d2SE

)
.

This simplifies to

U(r) = −GMS

dSE
− GMSr

2

4d3SE

.

The gravitational field is the negative gradient of the
potential:

gr(r) = −dU

dr
=

GMS

2d3SE

r.
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ond order in r (0.1 p if only first order is
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Integrating over φ (0.1 p if the term cos2 φ
is missing)
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Calculating the derivative correctly 0.1
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if not)
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Correct proportionality constant in gr
(0.1 p for error in prefactor, 0 p for dimen-
sional error)

0.2

Indicating correct direction in the figure 0.2
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Part C. The torque acting on the Earth (2.6 p)

C.1. The ellipsoid of revolution can be trans-
formed into a perfect sphere of radius Re (see Figure
C.1.) by stretching it uniformly along the polar diam-
eter by a factor Re/Rp, so the volume of the ellipsoid
is given by

Vellipsoid =
4π
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Task C.1. Pts
Idea of stretching the ellipsoid into sphere 0.2
Volume of one of the excess regions 0.3
Correct expression for the density of Earth 0.1
Final result for m 0.2
Total for Task C.1. 0.8

C.2. The torque acting on the perfect sphere of
radius Re is zero due to symmetry. From the super-
position principle outlined in the problem, it follows
that the torque τ⃗ acting on the ellipsoid-shaped Earth
is equal in magnitude but opposite in direction to the
torque τ⃗ ′ acting on the two equivalent point masses
(each of mass 2m/5): τ⃗ = −τ⃗ ′.

Figure C.2. The forces acting on the two point masses.
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図 C.2. 二つの点質量に働く力

図 C.2から，二つの点質量に働くトルクの大きさは

|
−→
τ ′ | = |−→τ | = 2Fz sinα+ 2FrR cosα,

ただし，

Fz =
2

5
m|gz| =

2

5
mGMS

R cosα

d3SE
,

Fr =
2

5
m|gr| =

2

5
mGMS

R sinα

2d2SE
.

整理して，

|−→τ | = 6

5

GmMS

d3SE
R2 sinα cosα.

C.1の結果を用いて，

|−→τ | = 3

5

GMEMS

d3SE
Rhmax sinα cosα.

トルク −→
τ ′ は図 C.2の紙面上向なので，楕円体地球に働くトルク −→τ は，紙面下向きである。

パート D. 地軸の歳差運動の角速度 (2.0点)

D.1. 地球に働くトルクはその角運動量ベクトル −→
L を変化させる

−→τ =
d
−→
L

dt
,

5



ここで −→
L は地球の自転角速度と平行でその大きさは（地球の密度は一様として球からのずれ

を無視する）

|
−→
L | = 2

5
MER

2ω.

トルク −→τ（角運動量の変化の割合）が −→
L に垂直であるから，−→L の大きさは変わらず方向が変

化する（図 D.1）。その結果，ベクトル −→
L は半頂角 αの円錐面上を動いていく。

The magnitude of the torque acting on the point
masses can be calculated with the help of Figure C.2
as

|τ⃗ ′| = |τ⃗ | = 2FzR sinα+ 2FrR cosα,

where

Fz =
2

5
m|gz| =

2

5
mGMS

R cosα

d3SE

,

Fr =
2

5
m|gr| =

2

5
mGMS

R sinα

2d3SE

.

Substituting these forces into the expression for τ ′ and
simplifying we get:

|τ⃗ | = 6

5

GmMS

d3SE

R2 sinα cosα.

Using the result of part C.1. this can be written as

|τ⃗ | = 3

5

GMEMS

d3SE

Rhmax sinα cosα.

The torque τ⃗ ′ is pointing out of the plane of Figure
C.2, so the torque τ⃗ acting on the ellipsoid-shaped
Earth is pointing into the plane.

Task C.2. Pts
Idea that the net torque acting on a perfect
sphere is zero (even if it was done inher-
ently)

0.1

Idea of τ⃗ = −τ⃗ ′ (even if it was done inher-
ently)

0.2

Including the terms coming from Fr and Fz

in the torque correctly (0.4 p each)
0.8

Adding the two contributions with the cor-
rect sign

0.2

Calculation leading to the correct net
torque

0.3

Correct direction for τ⃗ 0.2
Total for Task C.2. 1.8

Part D. Angular speed of the precession of the
Earth’s axis (2.0 p)

D.1. The torque acting on the Earth results a
change in its angular momentum vector L⃗:

τ⃗ =
dL⃗

dt
,

where L⃗ is parallel with the angular velocity of
Earth’s rotation and its magnitude (assuming a uni-
form mass distribution and neglecting the deviation
from a sphere) is given by

|L⃗| = 2

5
MER

2ω.

Since τ⃗ (i.e. the rate of change of the angular momen-
tum vector) is perpendicular to L⃗, the length of L⃗
remains constant but its direction changes, as shown
in Figure D.1. As a result, the vector L⃗ sweeps along
the side of a cone of half apex angle α.

Figure D.1.

Drawing an analogy with a uniform circular motion,
we can write an equation between L, its time deriva-
tive and the angular speed of precession:∣∣∣∣∣dL⃗dt

∣∣∣∣∣ = Ω1|L⃗| sinα.

From this equation the angular speed of precession Ω1

can be expressed:

Ω1 =
τ

L sinα
=

3
5GMEMSRhmax sinα cosα/d3SE

2
5MER2ω sinα

,

where we used our previous result for τ . After simpli-
fying:

Ω1 =
3

2

GMShmax

d3SERω
cosα.

From this the period of precession:

T1 =
2π

Ω1
=

4π

3

d3SERω

GMShmax cosα
.

Task D.1. Pts
Newton’s second law for rotational motion 0.2
Expressing the angular momentum in terms
of ω and the moment of inertia

0.2

Writing the moment of inertia as 2
5MER

2

(0.1 p for incorrect prefactor, 0 p for di-
mensional error)

0.2

Writing |dL⃗/dt| in terms of L, Ω1 and α 0.8
Using the equation Ω1 = 2π/T1 0.1
Finding T1 correctly 0.3
Total for Task D.1. 1.8

D.2. After substituting the data we get the nu-
merical value of the period:

T1 = 80 600 years.

Task D.2. Pts
Correct numerical result for T1.
Full points for correct substitution into a di-
mensionally correct formula. 0 p if the sub-
stitution is incorrect or the formula has a
dimensional error.

0.2

Total for Task D.2. 0.2

4

図 D.1.

等速円運動の性質を用いて，Lとその時間微分，歳差運動の角速度 Ω1 は次の関係式を満たす：∣∣∣∣∣d
−→
L

dt

∣∣∣∣∣ = Ω1|
−→
L | sinα.

歳差運動の角速度 Ω1 は

Ω1 =
τ

L sinα
=

3
5GMEMSRhmax sinα cosα/d3SE

2
5MER2ω sinα

,

ここで上で得られた τ の結果を代入した。整理して，

Ω1 =
3

2

GMShmax

d3SERω
cosα.

これから，歳差運動の周期は，

T1 =
2π

Ω1
=

4π

3

d3SERω

GMShmax cosα
.

D.2. データの数値を代入して，周期は
T1 = 80 600 years.

パート E. 月の影響 (1.2点)

E.1. パート D でみたように，歳差運動の角速度は地球に働くトルクに比例し，トルクは
MS/d

3
SE に比例する。月の影響を考慮に入れるなら，太陽によるトルクと月によるトルクは合

算されるので，

Ω2 =
MM/d3ME +MS/d

3
SE

MS/d3SE
Ω1.

6



従って，歳差運動の周期について，

T2

T1
=

MS/d
3
SE

MM/d3ME +MS/d3SE
.

E.2. データの数値を代入して，

T2 = 25 400 years,

これは，最近の観測結果と非常に近い値である。
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T2. スピン系における波動と相転移 (10.0 ポイント)

Part A. 磁気双極子の歳差運動と相互作用 (1.2 ポイント)

A.1: 垂直軸を中心に回転する平面ループの角運動量は次の式で与えられる。

L⃗ = MR2ω⃗,

回転によって発生する電流は I = Q/T = ωQ/2π である。すると、平面ループの磁気双極子
モーメントは次式で与えられる。

µ⃗ = IAω̂ =
ωQ

2π
πR2ω̂ =

Q

2
R2ω⃗

したがって
µ⃗ =

Q

2M
L⃗

となり、γ は
γ =

Q

2M
.

である。

A.2: 外部磁場によって磁気双極子に働くトルクはは次式で与えられる。

τ⃗ = µ⃗× B⃗ =
dL⃗

dt
.

B⃗ に垂直な成分だけが変化し、角速度 ωL で回転する。したがって

⇒ LωL sin θ = −µB sin θ

それから、次の結果が得られる。

ωL = −µ

L
B = −γB.

1



注：トルクの式は、電気双極子の場合を類推して求めることができる。

A.3: 1番目の双極子が 2番目の双極子に与える磁場は

B⃗1on2 = −µ0

4π

µ⃗1

d3
.

したがって
U = −µ⃗2 · B⃗1on2 = − µ0

4πd3
µ1µ2 cos(π − θ)

であり、次の式が導かれる。
U =

µ0γ
2

4πd3
L⃗1 · L⃗2

であり、定数 J0 は
J0 ≡ µ0γ

2

4πd3
.

である。

Part B. スピン波 (4.5 ポイント)

B.1: i 番目のスピンは i− 1 と i+ 1 のスピンと、エネルギー Ei = −J(S⃗i−1 + S⃗i+1) · S⃗i で
相互作用する。これは Ei = −B⃗i · µ⃗i に似ている。µ⃗i = γS⃗i の関係を用いると,

B⃗i,eff =
J

γ
(S⃗i−1 + S⃗i+1).

が得られる。

B.2: 有効磁場は次のように得られる。

dS⃗i

dt
= τ⃗ = µ⃗i × B⃗i,eff = JS⃗i × (S⃗i−1 + S⃗i+1).

B.3: すべての i に対して Si,z ≃ S の近似を考慮して、S⃗i の x 成分と y 成分の変化率を書
くことができる。
dSi,x

dt
= J [Si,y(Si−1,z + Si+1,z)− Si,z(Si−1,y + Si+1,y)] ≃ JS(2Si,y − Si−1,y − Si+1,y)

dSi,y

dt
= J [−Si,x(Si−1,z + Si+1,z)− Si,z(Si−1,x + Si+1,x)] ≃ −JS(2Si,x − Si−1,x − Si+1,x)

これらの方程式の構造と進行波の振る舞いから、次の仮説 (ansatz) が導かれる。

dSi,x = δS cos(kx− ωt)

dSi,y = δS sin(kx− ωt)

ここで δS は振幅である。これから次の式が導かれる。

ωδS sin(kx− ωt) = JSδS · [2 sin(kx− ωt)− sin(kx− ωt− ka)− sin(kx− ωt+ ka)].

2



sin(A) + sin(B) = 2 sin(A+B
2 ) cos(A−B

2 ) の関係を用いると、

ω(k) = 2JS[1− cos(ka)].

が得られる。
注： Sx の振幅が Sy の振幅と等しいことは示せるが、δSx と δSy の予測を代入すると、

ωδSx sin(kx− ωt) = JSδSy · [2 sin(kx− ωt)− sin(kx− ωt− ka)− sin(kx− ωt+ ka)]

ωδSy cos(kx− ωt) = JSδSx · [2 cos(kx− ωt)− cos(kx− ωt− ka)− cos(kx− ωt+ ka)]

となり、これは δSx = δSy が与えられたときのみ満たすことができる。

B.4: 小さい k に対しては

ω(k) ≃ 2JS
[
1− 1 +

1

2
(ka)2

]
= JSa2k2

ドブロイの関係は E = ℏω と p = ℏk であり、これを ω(k) の表式に代入することにより

E = ℏω =
JSa2

ℏ
p2 ≡ p2

2meff
,

が得られる。ここで、
meff ≡ ℏ

2JSa2
.

である。

B.5: この非弾性散乱では、系全体（鎖を含む）のエネルギーと運動量が保存される。特に、
スピン波は y-軸方向の運動量を持たない。したがって、

pin cos θin = pout cos θout.

これを、中性子に対して有効である En = p2n/2mn の関係と結びつけると

Eout =
( cos θin
cos θout

)2

Ein

が得られる。エネルギー保存を用いると、スピン波のエネルギー Es は Es = Ein − Eout と
なり、

Es =
cos2 θout − cos2 θin

cos2 θout
Ein.

が得られる。x軸方向の運動量の保存から

ps = pin sin θin − pout sin θout =
√
2mnEin

(
sin θin − cos θin

cos θout
sin θout

)
.

が得られる。meff = p2s/2Es の関係から、

meff =
cos2 θout(sin θin − cos θin

cos θout
sin θout)

2

cos2 θout − cos2 θin
mn

3



となる。これを簡単化すると

meff =
sin2(θin − θout)

cos2 θout − cos2 θin
mn =

sin(θin − θout)

sin(θin + θout)
mn.

となる。
（訳者注：B.5 は難しく、問題文に「エネルギーと運動量の保存に注意せよ」などのヒント
が入っていれば、取り組みやすいかもしれない。）

Part C. Phase transitions in spin chains (4.3 ポイント)

C.1: ボルツマン分布では、系の温度 T が与えられると、エネルギー ϵi を持つある状態の系
を見出す確率は

pi ∝ exp
(
− ϵi

kBT

)
.

となる。今の場合、エネルギーが ϵ↑ = −hs↑ = −h で与えらえる、スピンがアップの状態を
見出す確率は

p↑ ≃ eh/kBT .

となる。したがって、
p↑
p↓

=
eh/kBT

e−h/kBT
= e2h/kBT .

である。また、規格化の条件 p↑ + p↓ = 1 に注意すると、p↑ と p↓ の完全な解は

p↑ =
eh/kBT

eh/kBT + e−h/kBT
, (1)

p↓ =
e−h/kBT

eh/kBT + e−h/kBT
. (2)

となる。

C.2: 系の平均磁化 s̄は、次のように書ける。

s̄ =
1

N

∑
i

si,=
1

N
[Np↑ · 1 +Np↓ · (−1)],= p↑ − p↓,

ここで、Np↑ と Np↓ は、上と下を向くスピンベクトルの数である。確率に代入すると、

s̄ =
eh/kBT − e−h/kBT

eh/kBT + e−h/kBT
= tanh

( h

kBT

)
. (3)

が得られる。

4



C.3: 系のエネルギーは、すべてのスピンがそろったときに最小となる。であるから、

Eg = −J̃
∑
i

1 = −J̃(N − 1) ≃ −J̃N,

であり、N ≫ 1 とした。

C.4:
E = −J̃

∑
i

sisi+1 = −J̃
∑
i

sis̄ = −J̃eff
∑
i

si,

ここで、J̃eff = J̃ s̄ と定義した。2s̄を使うのはエネルギーを二重に数えることになる。
（訳者注：１次元系なので細かいことを言っても仕方がないが、平均場理論のより正確な扱
いの観点からは多少注意が必要である。）

C.5: Part C.4 で与えた式を見て、これを C.2 で以前に与えた式と比較すると、平均磁化 s̄

が次の超越方程式を満たすことが得られる。

s̄ = tanh
( J̃eff
kBT

)
= tanh

( J̃ s̄

kBT

)
.

先ほど C.2で行ったプロットを使うと、J̃ ≪ kBT では、s̄ = 0という 1つの簡単な解しか存
在しないことが分かる。一方、J̃ ≫ kBT では、２つの非自明な解が存在する。下図で明らか
なように、この交差の振る舞いは s̄ = 0 のときの tanh(J̃ s̄/kBT )の接線が s̄の傾きに等しい
ときに起こる。

d

ds̄
tanh

( J̃ s̄

kBTc

)∣∣∣
s̄=0

=
d

ds̄
s̄
∣∣∣
s̄=0

⇒ J̃

kBTc

1

cosh2(J̃ s̄/kBTc)

∣∣∣
s̄=0

= 1

⇒ J̃

kBTc
= 1

これから、Tc = J̃/kB が導かれる。
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C.6: 臨界温度 (Tc) 付近では、平均磁化が小さいので、超越方程式を

s̄ = tanh
(Tc

T
s̄
)
≃ Tc

T
s̄− 1

3

(Tc

T
s̄
)3

のように近似できる。s̄ = 0 が依然として解であることが分るが、s̄ ̸= 0 のときに、式を整理
して

s̄ = ±
√
3
[( T

Tc

)2 − ( T
Tc

)3]
= ±

√
3
( T
Tc

)2(
1− T

Tc

)
≃ ±

√
3
Tc − T

Tc
,

が得られる。ここで、(T/Tc)
2 ≃ 1 であることを用いた。

C.7: 磁場がない場合、T > Tc では、1つの解しか存在しない。しかし、磁場をかけると正味
の磁化が生じる。これは常磁性の特徴である。一方、T < Tc のとき、系は磁場がなくても正
味の磁化を保つことができる。これは強磁性の特徴である。
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T3. 大気物理学（10.0 ポイント）
Part A. 地球の表面温度（1.2 ポイント）

A.1: （平行光線として降り注ぐ）太陽放射を受ける断面積は πR2
E なので、吸収される部分

が全入射放射の 1− aであることを考慮すると、次のようになる。

P0 = (1− a)πR2
EFs.

A.2: 黒体はシュテファン・ボルツマンの法則 Pbd = σAT 4 に従って放射する。ここで σはス
テファン-ボルツマン定数、Aは黒体の全表面積である。定常状態では、

Pbd = P0 ⇒ σ(4πR2
E)T

4
g0 = (1− a)πR2

EFs

⇒ Tg0 =
(
(1− a)

Fs

4σ

)1/4

≃ 255K ≃ 18◦C.

A.3: 大気層が存在する場合、次の 2つの領域におけるエネルギー移動のバランスを記述して
みよう。地表と大気の間と 大気と宇宙空間の間である。ここで 地球から放射される放射エネ
ルギーを PE、大気の両側から放射される放射エネルギーを Patmo とすると、

PE = Patmo + tswP0, tlwPE + Patmo = P0.

となる。この連立方程式を解いて、PE = σ(4πR2
E)Tg を使うと次のようになる。

Tg =
(1 + tsw
1 + tlw

)1/4

Tg0 ≃ 286K ≃ 13◦C.

Part B. 大気ガスの吸収スペクトル（1.8 ポイント）

B.1: バネの自然長 (伸びていない長さ)を ℓ0 とし、粒子 A、B の位置を xA, xB とすると、バ
ネの力による運動方程式 は次のように書ける：

d2

dt2
xA = +

k

mA
(ℓ− ℓ0),

d2

dt2
xB = − k

mB
(ℓ− ℓ0),

ここで、ℓ = xB − xA はバネの瞬間の長さである。２つの式の差をとると、
d2

dt2
ℓ = −k

( 1

mA
+

1

mB

)
(ℓ− ℓ0).

となり、これは、バネ定数 k と有効質量（還元質量）µのバネにつながった一つの有効粒子の
運動方程式である。有効質量 µは

µ =
1

1
mA

+ 1
mB

=
mAmB

mA +mB
.

1



で与えられる。したがって、系は角振動数

ωd =

√
k

µ
=

√
k
mA +mB

mAmB

を持った単純調和振動をする。

B.2: 量子調和振動子における連続する 2 つの準位間のエネルギーの差は ℏω で与えられる。
したがって、光子のエネルギーは次式で与えられる。

E = ℏωd.

B.3: 観測されるスペクトル線の f0 からのシフトは、ドップラー効果によるものである。光源
が観測者に向かって速度 v で移動しているとき、振動数は次式に従ってシフトする。

f = f0(1 + v/c).

したがって、振動数のシフトは次式で与えられる：

f − f0 =
v

c
f0.

B.4: 規格化定数 C を求めるためには、全確率が 1 になることが必要である。すなわち、∫ ∞

−∞
p(v) dv = 1 ⇒ C

∫ ∞

−∞
e
− mv2

2kBT dv.

である。積分公式で x = v と a = m
kBT と置くことにより、

C =

√
m

2πkBT
.

が得られる。

B.5: B.4 の結果を用いると、振動数 f と f0 を用いた、分子の速度に対する次の表現が求め
られる。

v =
f − f0
f0

c.

これを確率分布の式に当てはめると、次のようになる：

p(f) ∝ exp
[
− mc2

2kBT

(f − f0
f0

)2]
.

これにより、スペクトル線が f0 から f にドップラーシフトした分子を観測する確率分布が得
られる。

B.6: 確率分布 p(f) は振動数シフト f − f0 のガウス分布に従う。プロファイルの中心は 0で
あり、指数関数の引数が −1のときに最大値の 1/eまで下がる。これは

f − f0 = f0

√
2kBT

mc2

2



のときに起こり、分布の形は下図に示される。

Part C. 大気中の空気の安定性（2.7 ポイント）

C.1: 厚さ dz、表面積 S の薄い水平層を考える。空気は静水圧平衡にあるので、その重さは
圧力の力の差で釣り合わなければならない。この結果、次の関係が成り立つ：

p(z)S = p(z + dz)S + ρ(z)gSdz.

簡略化して項を並べ替えると次のようになる：
dp

dz
= −ρ(z)g

負の符号は、予想通り、高さとともに圧力が減少することを示す。

C.2: 空気を理想気体として扱うことができると仮定すると、理想気体の法則を使って空気の
密度を圧力と温度で表すことができる。

pV = nRT ⇒ p(z)V =
m

µair
RT (z).

これを密度で書き直すとこうなる：

ρ(z) =
p(z)µair

RT (z)
.

ここで、密度の式を C.1で得られた式に代入する。これにより

dp

dz
= −µairp(z)

RT (z)
g

C.3: 等温大気（すなわち、高度に対して等温）を仮定すると、T (z) = T となり、式は次のよ
うに単純化される：

dp

p
= −µair

RT
gdz.
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両辺を積分し、高さ 0の気圧を p0 とすると、次のようになる：

ln
[p(z)

p0

]
= −µair

RT
gz.

異なる表式で:

p(z) = p0 exp
(
− µair

RT
gz

)
.

C.4: 小さな質量の空気は断熱的に移動するので、理想気体の断熱条件を満たさなければなら
ない：

pV γ = const.,

ここで、γ = cp/cV は断熱指数（比熱比）で、cp, cV はそれぞれ圧力と体積が一定のときのモ
ル比熱である。理想気体の法則を使って体積を温度と圧力で書くとこうなる：

p(T/p)γ = const. ⇒ p1−γT γ = const.

この式を高さ z に関して微分すると、次のようになる：

(1− γ)p−γ dp

dz
T γ + γp1−γT γ−1 dT

dz
= 0.

簡単化し、断熱的逓減率の式を得るために並べ替えると、次のようになる：
dT

dz
= −1− γ

γ

T (z)

p(z)

dp

dz
.

ここで、C.3で得られた静水圧勾配を代入して求める。
dT

dz
= −1− γ

γ

T (z)

p(z)

[
− p(z)µair

RT (z)
g
]
=

1− γ

γ

µair

R
g.

γ = cp/cV であるので
dT

dz
=

1− cp/cV
cp/cV

µair

R
g = −µair

cp
g,

ここで cp − cV = R とした。この断熱的逓減率の式は、断熱大気では温度が高さに対して直
線的に下がることを示している。

C.5: 空気の塊の小さな振動の角振動数を求めるには、まずニュートンの第二法則を適用する。
空気の塊に作用する主な力は浮力と重力である。

δm
d2z

dt2
= ρa(z)gδV − δmg,

ここで、δmは空気の塊の質量、δV は体積、ρa は周囲の空気の密度である。空気の塊の質量
を密度 ρp で表すと、δm = ρpδV となる。代入して簡単化すると

d2z

dt2
=

ρa(z + δz)− ρp(z + δz)

ρp(z + δz)
g.
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空気の塊が z + δz で大気と同じ圧力にあると仮定すると、密度は理想気体の法則 ρ ∝ 1/T

を使って温度で表すことができる。これにより、最後の式を次のように書き換えることがで
きる：

d2z

dt2
=

Tp(z + δz)− Ta(z + δz)

Ta(z + δz)
g.

ここで、z + δz での温度を逓減率で表し、z での温度を定義 T (z + δz) = T (z) + Γδz で表す
ことができる。したがって

d2z

dt2
=

T (z) + Γδz − T (z)− Γaδz

T (z) + Γaδz
g.

分子を簡単化し、分母の無限小項 Γaδz を無視すればよい：
d2z

dt2
=

Γ− Γa

T
gδz.

これは、単純な調和振動の方程式で、角振動数は次の式で与えられる。

ω =

√
Γa − Γ

T
g =

√
µairg/cp − Γ

T
g

この運動は Γa = µairg/cp > Γ である限り、安定である。

Part D. 水分（2.7 点）

D.1: 相転移（この場合は蒸発）におけるエントロピーの変化は、蒸発潜熱に関係する。液体
の水の質量mであるとすると、Qevaporation = Lm である。したがって、

∆S =
Lm

T
.

蒸気の体積は、同じ質量の液体の体積よりかなり大きいことが知られているので、∆V ≃ Vvapor

となり、理想気体の法則で求められる。したがって、

Vvapor =
nRT

ps(T )
.

質量とモル数 nは m = µH2On で関係づけられる。
dps
dT

=
µH2OLps
RT 2

.

D.2: D.1で見つけた関係を、変数を分離して積分すると、次のようになる。

ln
[ps(T )

pso

]
= −µH2OL

R

( 1
T

− 1

To

)
.

Lは厳密には温度の関数であるが、ここで調べる温度範囲では Lは一定であると仮定する。式
を整理すると、次のようになる。

ps(T ) = pso exp
[
− µH2OL

R

( 1
T

− 1

To

)]
.
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D.3: 液体の水の生成は、塊内の水の分圧がある温度で飽和圧力に達したときに起こる。水蒸
気分圧 pw は、塊の全圧 p と次の式で関係づけられる。

pw =
nH2O

nair
p =

mH2O/µH2O

mair/µair
p = ϕ

µair

µH2O
p.

空気塊が断熱的に上昇していることを考えると、p1−γT γ = const. であるから

p(T ) = pi

( T

Ti

)cp/R

.

したがって、解くべき超越方程式は次のようになる。

ϕ
µair

µH2O
pi

(Tl

Ti

)cp/R

= pso exp
[
− µH2OL

R

( 1

Tl
− 1

Ti

)]
.

この式は書き換えて次のようになる。

Tl =
1

1
Ti

− R
µH2OL ln

[
ϕ µair

µH2O

pi

pso

(
Tl

Ti

)cp/R]
数値を代入すると、次のようになる。

Tl =
1000K

3.481− 0.4695 ln
(

Tl

290.15K

) .
これを繰り返して解くと、T ≃ 286.8K ≃ 13.7◦C となる。
（訳者注：µH2O, µair の値、cp/R の値に必要な情報（空気分子が５つの自由度を持つと仮
定する）は、問題の初めに与えてある。）

Part E. 太陽ハロー（1.6 ポイント）

E.1: 図 Eの表記を用いると、全偏角 δ は 2つの屈折の偏角の和として書くことができる：

δ = α− α′ + β − β′.
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内角 φ, 90◦ −α′, 90◦ − β′ の三角形を考える。これらの角度の和は 180◦ になるので、次の
関係が得られる。

φ = α′ + β′,

したがって δ は簡単に
δ = α+ β − φ.

となる。α と α′ (同様に β と β′) の間の関係はスネルの法則により与えられる。

sinα

sinα′ = n,
sinβ

sinβ′ = n.

β を α′ により表すと:
sinβ = n sinβ′ = n sin(φ− α′),

スネルの法則から α′ は次のように書かれる。

α′ = arcsin
( sinα

n

)
.

従って、β は α を用いて

β = arcsin
{
n sin

[
φ− arcsin

( sinα
n

)]}
.

と表すことができる。最後に δ に対する結果が得られる。

δ = α+ arcsin
{
n sin

[
φ− arcsin

( sinα
n

)]}
− φ.

E.2: この状況は、E.1で議論した φ = 60◦ の場合に対応することに注意。異なる αの値を代
入した後のデータ表を示す：

α δ α δ

20◦ 27.5◦ 50◦ 22.5◦

25◦ 24.6◦ 55◦ 23.4◦

30◦ 23.0◦ 60◦ 24.7◦

35◦ 22.2◦ 65◦ 26.5◦

40◦ 21.8◦ 70◦ 28.7◦

45◦ 22.0◦
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E.3: δ の最小値は 21.8◦ 付近なので、これがハローが現れる太陽の方向に対する角度である。
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