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I. 解答 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 図 a 
 
1.1   図 aで Oは 2質点の重心であるから，  
         0M R m r              …  (1) 
 

           
 

 

2
0 2

2
0 2

GMm
m r

R r

GMm
M R

R r











             …  (2) 

 

式(2)から，   3
2
0

)(

)(

rR

mMG




   ∴ 0

)(

)(

rR

mMG

rR 





1
 

したがって，   223
2
0

)()()(

)(

rRR

Gm

rRr

GM

rR

mMG










          …  (3) 

O 
M m 

R r 

 

1  

r2 r1  

2 

2 

1 



Q1_THEORY_SOLUTION_TRANSLATED 

理論問題:    解答 

問題 1         Page 2 of 7 

    

2 
 

1.2     はM やmに比べ微小なので，質点M やmの運動に重力による影響を及ぼさない。

  がM とmに対して相対的に静止するための条件として，次の 2式が成立: 
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        1 22 2
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sin sin
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 
        …  (5) 

式(5)から得られる 2
1

GM

r
 の値を式(4)に代入し，公式 

1 2 1 2 1 2sin cos cos sin sin( )         
を用いると， 
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長さ 2r ， ，角度 1  および 2  について正弦定理より， 
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式(7)を式(6)に代入し， 
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m R

M m R r
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 
より，式(8)は， 

2r rR                        … (9) 

式(5)の 2
2

Gm

r
を式(4)に代入し，同様にして， 

1r rR                … (10) 
 

したがって，3質点 ,,mM は正三角形をなし，  
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                   …  (11) 

  は余弦定理より， 

     60cos2222 rRrrRr  

        22 RrRr                   …  (12) 
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1.2の別解 
式(5)をたてた後，正弦定理から， 

 
1

1sinsin 180
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2

2sin sin
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これらより， 
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式(5)，(a)から，      1 2r r          …  (b) 

       1
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        1 2           …  (d) 

すると式(4)は次のようにかける: 
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式(c)，(e)から，    
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         …  (f) 

また，正弦定理を用いて，         
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r

 
                                …  (g) 
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さらに，図から，            1 2 1 2 2180 180 2               
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M とmは一辺の長さが  R r の正三角形の辺であるから，とM  の距離，とm  

の距離はともに，           R r  

と Oの距離は，   





















22

2

3

2
rRR

rR
 22 rRrR   



Q1_THEORY_SOLUTION_TRANSLATED 

理論問題:    解答 

問題 1         Page 4 of 7 

    

4 
 

1.3   質点 のもつ全力学的エネルギー Eは， 

2 2 21
2
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 … (13) 

の位置の微小変化は回転中心から半径方向に起き，角運動量も保存されるので，

Mmrr  ,21 とおくと， 
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このエネルギーが保存するので， 

0
dE

dt


 

   

4 22
0 0

2 2 3

2
0

dE GM d d d d

dt dt dt dt dt

    
 




   


     …(15) 

 ここで， 
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を用いて， 
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  であることから，                   図ｂ 
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を得る。 

初期状態 0 ， 0 から微小変位して， 0
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１次の近似式 (1 ) 1n n    を用いることで、 
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図 bより 0 0 cos30  ，
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振動の角振動数は，     0

7
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 . 

 
1.3の別解 
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摂動が無いときの回転の半径 は 3Rなので，摂動を考えるときの半径は 3R 

として， 3R  と表せる。 の運動方程式は， 

    
2

2
22 2 3 / 2

2
( 3 ) ( 3 ) ( 3 )

{ ( 3 ) }

G M d
R R R

dtR R


    


     

 
     … (k) 

角運動量が保存することから，   2 2
0( 3 ) ( 3 )R R                              … (l) 

式(k)と(l)より，近似 2 0  と１次の近似式を用いることで， 
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1.4   vを静止座標系からみた，それぞれの宇宙船が中心 Oのまわりを円運動する速さ
とする。また，宇宙船間の相対速度を下付きの添え字で表す(例えば， BAv で Aに対

する Bの相対速度を表す)。 
円運動の周期は 1年であるから，   365 24 60 60T      s       … (26) 

また角速度は，
2

T


  で表される。 

宇宙船の速さは，                  m/s575
302





cos

L
v                                       … (27) 

これは光速よりずっと遅いので，非相対論的に取り扱って良い。 

 
 
図 cの直交座標系で，Bと Cの速度は，それぞれ ， 

ji ˆsinˆcos  6060B vvv


， ji ˆsinˆcos  6060C vvv


 

したがって，      jj ˆˆsin vvv 3602BC 
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図 c 
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Cに対する Bの相対速度の大きさは，              v3 sm996                          … (28) 

任意の 2個の宇宙船について，それぞれのもう一方からみた相対速度は同じ大きさ 
逆向きになっている。 

 
1.4の別解 
宇宙船の 1つを回転の中心として考えると， 

m/s996km)105
s606024365

2 6
BC 


 (


Lv  
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2. 解答 
 
2.1  空気に囲まれたシャボン玉 

 

 
 
  球を半分に切り，射影領域での力のつり合いを考えると， 

 2 2
0 0 0

0

2 2

4
i a

i a

P R P R R

P P
R

   



 

        …(1) 

圧力と密度の関係は理想気体の状態方程式から導かれる： 

                           nRTPV   ∴ 
M

RT
P


    ( M は空気の分子量)                  …(2) 

 
この式をシャボン玉の内側と外側に適用すると， 

 

,

i i i

a a a

M
T P

R
M
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R







  

  

0

4
1i i i

a a a a

T P

T P R P

 



 
   

 
          …(3) 

 
 
 
 
 

,  ,  i i iP T   
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0R  ,  ,  a a aP T 

 

,  s t
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2.2 10.025Nm ,  0 1.0  cm R  , 5 21.013 10 NmaP   を使うとこの比の値は， 

                           0

4
1 1 0.0001i i

a a a

T

T R P

 


               …(4) 

 
（表面張力による影響は非常に小さい。） 

 
2.3 W をシャボン玉の全質量，Bをシャボン玉の周りの空気による浮力とおくと， 
   

gW )( の空気の質量シャボン玉の膜と内部  

gRtR is 







  3

0
2
0 3

4
4  

g
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T
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s 










0

3
0

2
0

4
1

3

4
4


                   …(5) 

シャボン玉の周りの空気による浮力は， 

gRB a 3
03

4
                  …(6) 

シャボン玉が静止した大気中で浮くとき， 
WB   

g
PRT

T
RtgRgR

ai

aa
sa 










0

3
0

2
0

3
0

4
1

3

4
4

3

4 
                          …(7) 

    整理して， 

0

0 0

4
1

3

307.1 K

a a
i

a s a

R T
T

R t R P

 

 

 
  

  

                

  

…(8) 

 
内部の空気は約7.1 C 温かくなければならない。  

 
2.4 半径の変化は無視半径は 0 1.0 cmR  のまま 

（実際は温度が 307.1 Kから 300 Kに下がったとき，半径は 0.8%小さくなる。石鹸
膜自体も尐し薄くなる。） 
 
ストークスの法則によると，空気抵抗力は， 

06F R u             …(9) 

と表される。 
シャボン玉が上昇気流の中で浮くとすると， 

BWF   

gRgRtRuR ais  3
0

3
0

2
00 3

4

3

4
46 








                          …(10) 
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シャボン玉が熱平衡状態 i aT T  にあるとき， 

gRg
PR

RtRuR a

a

as 


 3
0

0

3
0

2
00 3

44
1

3

4
46 






















  

整理して， 










6

4
3
4

6

4 0

2
0

0












a

a

s
PR

gR
tgR

u                                …(11)

 

 
2.5     数値は    0.36  m/su   
 

第 2項は第 1項よりも３桁ほど小さい 
 
 
 

以下では表面張力の項を無視する 
  
2.6     シャボン玉が帯電したとき，電気的な斥力によりシャボン玉は膨張し，それによ 
り浮力が大きくなる。 

 
斥力／面積は，表面の電場×電荷／面積 と表せる。 
 
石鹸膜の表面の電場を計算するのには２つの方法がある。 

 
 
A. ガウスの法則による方法  
 
石鹸膜表面に非常に薄い小さな箱を考える． 

 

 

O 

,i a iP T    

1R

 

, ,a a aP T   

q 

E 
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4 
 

Eは膜上の他の部分（箱の中自身を除く）によって作られる電場である。 

qE = 箱のちょうど外側の電場 = 
2

0 1 04

q

R



 
  

           = E + 表面の電荷 による電場 
           = E E  

 

ガウスの法則から
02

E




 で，対称性からこれは膜に垂直である． 

 

よって，   
2

0 0 0 0 1

1

2 2 2 4q

q
E E E

R

  

    
                                  …(12) 

B.  積分を直接用いる方法 
 
 
 
 
 
 
 
                 
 
 
 
 
電気的な斥力の大きさを知るためには表面上の（外側ではない）の点での電場

Eの強さをまず求める必要がある． 
 

点 A上での電場の 成分は， 
 

   2 2 2
1 1 1

2
0 0

1

4 2 sin 41
sin cos

4 2 2 2 2
2 sin

2

A

q R R q R
E

R

     
 

 

 
   

  
 
 

 

   

   2 2180
1 1

0 00

4 4
cos

2 2 2 2A

q R q R
E d





  

 





 
  

 


      

…(13) 

 

電荷q 

R 

 

R 

2
2 sin .

4

q
q R R

R
   



 
  
 

 

A O 

  
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5 
 

シャボン玉の表面での単位面積あたりの斥力は， 

 
22

1

2
1 0

4

4 2

q Rq
E

R



 

 
 

 
           …(14) 

シャボン玉が帯電した時の変化後の圧力と密度を iP  , i  とおく。 

この電気的な斥力は気体の圧力 iPを変化させる。 

理想気体の法則から iP と iP は次の関係を満たす。 

3 3
1 0

4 4

3 3i iP R P R    

            

3 3

0 0

1 1
i i a

R R
P P P

R R

   
     

   
        …(15)  

最後の式では表面張力の項を無視した。 
 
半球を射影した領域での力のつり合いから次のようになる。（ここでも表面張力

の項は無視する。） 

           

 

 

22
1

0

23 2
10

1 0

4

2

4

2

i a

a a

q R
P P

q RR
P P

R









 

 
  

 

    …(16) 

整理して， 

           

4 2
1 1

2 4
0 0 0 0

0
32 a

R R q

R R R P 

   
     

   
    …(17) 

(17) 式から 0q の時に期待通り 1

0

1
R

R
 となることに注意する。 

 

2.7  
2

2 4
0 0

1
32 a

q

R P 
 より， 1R  について近似計算を行う。 

 

1 0 0,R R R R R    とする。ゆえに， 

                     

4

1 1

0 0 0 0

1 , 1 4
R RR R

R R R R

  
    

 
               …(18) 

(17)式から， 

           
2

2 3
0 096 a

q
R

R P 
        …(19) 
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6 
 

          

     
2 2

1 0 02 3 2 4
0 0 0 0

1
96 96a a

q q
R R R

R P R P   

 
    

                

…(20) 

 
2.8    シャボン玉が浮く条件は， 

WB   

gRtgRgR isa  3
0

2
0

3
1 3

4
4

3

4
          …(21) 

       0 ， ai TT  から ai   である。これと， 














0
01 1

R

R
RR


を代入して， 

gRtgRg
R

R
R asa 


 3

0
2
0

3

0

3
0 3

4
41

3

4














  

tgRgR sa  2
043

3

4
)(  

tgRg
PR

q
sa

a




 2
0

00
2

2

4
96

3

3

4
  

a

as PtR
q



 0
3
0

2
2 96
                   …(22) 

      

                           9256 10 C 256q    nC 
 

ちなみに表面張力の項も考えると， 

2 2 4
0 0

1 0

0

96
1

2 4
1

3

a

a

q R P
R R

R P

 



 
 
 

    
    

   
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問題３:解答 
 
1.    クーロンの定理を用いると，r だけ離れた場所に生じる電場は以下のように書ける。 

2
0

2
0 44 )()( ar

q

ar

q
E p








 












































222

0 1

1

1

1

4

r

a

r

ar

q


                                       …(1) 

aはr に比べて微小であり，近似すると， 
   

          

2
0

3 3
0 0

3
0

2 2
1 1

4

4
      = +  =+

4

2
    

4

p

q a a
E

r r r

qa qa

r r

p

r



 



 
    

 



           …(2) 

 
2.  イオンによって生じる，中性原子の位置での電場は， 

                
2

0

ˆ
4ion

Q
E r

r
         …(3) 

 したがって，生じる双極子モーメントは， 

                       
2

0

ˆ
4ion

Q
p E r

r





              …(4) 

 (2)式より，  

3
0

2
ˆ

4p

p
E r

r
  

その瞬間にイオンの位置に生じる，誘導された電場 pE は ，(4)式を用いて， 

3 2 2 2 5
0 0 0

1 2
ˆ ˆ

4 4 8p

Q Q
E r r

r r r

 

   

 
    

 
 

          
これより，イオンに働く力は， 

                      
2

2 2 5
0

ˆ
8p

Q
f Q E r

r



 
                       …(5) 
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負号 は，この力が引力であることを示しており， 2Q からQの符号にかかわらず，力

が引力であることがわかる。 
 
3.     イオンのポテンシャルエネルギーは次のように与えられる。 

                  



r

rdfU

              …(6) 

これを用いれば，  

42
0

2

2

32 r

Q
rdfU

r 


 

 
            …(7) 

 
4.   minr の位置において，角運動量保存則より， 

bmvrmv 0minmax   

min
0max
r

b
vv                …(8) 

     
エネルギー保存則より， 

2
042

0
2

2
2
max 2

1

322

1
mv

r

Q
mv 







          …(9) 

     
(8)， (9)式より， 

1
32

2

1
4

min
42

0
2

2
0

22

min























r

b

b

mvQ

r

b




 

0
16 42

0
2
0

2

22
min

4
min 


















bmv

Q

b

r

b

r




        …(10) 

 
 (10) 式の２次方程式を解き，√をとれば， 

2

1

42
0

2
0

2

2

min
4

11
2 















bmv

Qb
r




          …(11) 

   
[この式はbが 0でないかぎり minr は 0でないことを示している] 

0Q  を代入すると， 

 
1
2

min 1 1
2

b
r    

minr b  となるために，+を選ぶ必要があることがわかる。 

したがって， 
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2

1

42
0

2
0

2

2

min
4

11
2 















bmv

Qb
r




                              …(12)

 
 
5.  らせん軌道を描くのは(12)式 が虚数となる場合である。 

（この軌道において，r の最小値は存在しないため） 
以下の条件において minr は実数である: 

42
0

2
0

2

2

4
1

bmv

Q




  

4

1

2
0

2
0

2

2

0
4 















mv

Q
bb




           …(13) 

    
よって，イオンが原子に衝突するための条件は， 

4

1

2
0

2
0

2

2

0
4 















mv

Q
bb




 

 
したがって，断面積Aは， 

2

1

2
0

2
0

2

2
2
0

4 














mv

Q
bA




            …(14) 
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