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理論第２問　　〔解答〕

第１部：レーザー冷却の基礎

1
(1-a)原子の静止系での光の振動数 ωは，

ω = ωL

√
1 + v/c
1− v/c

となる.これが ωoに等しいときに光子吸収を起こす．v/c << 1より

ωo ' ωL

(
1 +

v
c

)

が求める条件である.

(1-b)実験室系で見たときの光子の運動量は

−~ωo/c ' −~ωL

c

(
1 +

v
c

)

だから，運動量保存則より光子吸収後の原子の運動量 patは

pat ' mv− ~ωL

c

(
1 +

v
c

)

' mv− ~ωL

c

である.

(1-c)　エネルギー保存則より

εat =
1
2

mv2 + ~ωo ' 1
2

mv2 + ~ωL

となる.

2
(2-a)光子吸収後の原子の速さ v′ は，原子の運動量がmv′ だから

v′ = v− ~q
m

である.よって，放射光のエネルギーは重心系で見たときに ~ωoであることに注意すると,ドップラー効果により

εph = ~ωo

(
1− v′

c

)

= ~ωL

(
1 +

v
c

) (
1− v

c
+
~q
mc

)

となる.ここで，~q/mcは
~q
mc

=
~q
mv

v
c

となり，今の近時の下では 2次の微小量だから無視できる.ゆえに,

εph ' ~ωL

(
1 +

v
c

) (
1− v

c

)

= ~ωL

(
1−

(v
c

)2
)

' ~ωL
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を得る．

(2-b)放射光子の運動量は

pph = −εph/c ' −~ωL/c

である.

(2-c)原子の運動量は，運動量保存則より,

pat = mv′ − pph ' mv

となる.

(2-d)原子の運動エネルギーは

εat =
p2

at

2m
' mv2

2

となる.

3
(3-a) (2-a)で考えたドップラー効果の式で v′ の符号を反転させればよい.ここでも， ~q

mcの項は無視できるから,

放射光子のエネルギーは次のようになる:

εph ' ~ωo
(
1 +

v
c

)

= ~ωL

(
1 +

v
c

)2

' ~ωL

(
1 +

2v
c

)

(3-b)放射光子の運動量 pphは，

pph =
εph

c
' ~ωL

c

(
1 +

2v
c

)

である.

(3-c)原子の運動量 patは，運動量保存則から,

pat = mv′ − pph

= mv− ~ωL

c
− ~ωL

c

(
1 +

2v
c

)

' mv− 2~ωL

c

となる.

(3-d)　原子の運動エネルギーは，q = ωL/cより

εat =
p2

at

2m

' 1
2m

(mv− 2~q)2

' mv2

2

(
1− 4~q

mv

)

となる.

4
(4-a)+x方向に放射される確率と −x方向に放射される確率は等しいので,光子のエネルギーの平均値は

εph ' 1
2

[
~ωL + ~ωL

(
1 +

2v
c

)]

= ~ωL

(
1 +

v
c

)

である.
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(4-b)放射過程後の光子の平均運動量は,

pph ' 1
2

(
−~ωL

c
+
~ωL

c

(
1 +

2v
c

))

=
~ωL

c
v
c

となる．これは二次の微小量なので,pph ' 0となる.

(4-c)原子の運動エネルギーの平均値は,

εat ' 1
2

(
1
2

mv2 +
1
2

mv2

(
1− 4

~ωL

mvc

))

=
1
2

mv2

(
1− 2~ωL/c

mv

)

である.

(4-d)原子の平均運動量は,

pat ' 1
2

[
mv+

(
mv− 2~ωL

c

)]

' mv− ~ωL

c

となる.

5
(5-a)原子のエネルギー変化の平均値は,

∆ε ' 1
2

mv2

(
1− 2~ωL/c

mv

)
− 1

2
mv2

= −~ωL
v
c

である.

(5-b)原子の運動量変化の平均値は,

∆p =

(
mv− ~ωL

c

)
−mv

= −~ωL

c

となる.

6
(6-a)光子の入射方向と原子の運動の方向が等しいので,原子のエネルギー変化の平均値は,

∆ε ' ~ω′L
v
c

となる.

(6-b)運動量変化の平均値は,

∆p =
~ω′L

c

となる.
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第 2部:散逸と光学的シロップの原理

7
(7-a)原子が静止している系で考える.単位時間当たりの吸収放射過程の数は NexcΓである. 光子の入射してくる

向きで振動数のドップラー効果による影響が異なることに注意して，原子に働く力 F は，

F =
~ωL

c
ΓN


Ω2

R(
ωo− ωL

(
1− v

c

))2
+ Γ2

4 + 2Ω2
R

− Ω2
R(

ωo− ωL

(
1 + v

c

))2
+ Γ2

4 + 2Ω2
R



となる.

8
(8-a)問題 7で得られた結果を vについて一次までの近似で展開する.

F ' ~ωL

c
ΓN


Ω2

R

(ωo− ωL)2 + Γ2

4 + 2Ω2
R + 2(ωo− ωL)ωL

v
c

− Ω2
R

(ωo− ωL)2 + Γ2

4 + 2Ω2
R − 2(ωo− ωL)ωL

v
c



' − 4~(ωL/c)2ΓNΩ2
R(

(ωo− ωL)2 + Γ2

4 + 2Ω2
R

)2
(ωo− ωL)v

(8-b) F > 0となればよいので,求める条件は,

ωo < ωL

である.

(8-c) F = 0となればよいので,

ωo = ωL

である.

(8-d) F < 0となればよいので,

ωo > ωL

である．

(8-e)上の考察では,光の入射の仕方は実験室系において左右対称なので周波数に対する条件は原子の運動の向き

に寄らない.したがって,原子を冷却するための条件は

ωo > ωL

である.

9
(9-a)原子について運動方程式を立てると,

m
dv
dt

= − 4~(ωL/c)2ΓNΩ2
R(

(ωo− ωL)2 + Γ2

4 + 2Ω2
R

)2
(ωo− ωL)v

である.これを,v(t = 0) = voの条件下でとくと,

v(τ) = voexp

−
1
m

4~(ωL/c)2ΓNΩ2
R(

(ωo− ωL)2 + Γ2

4 + 2Ω2
R

)2
(ωo− ωL)τ



となる.

(9-b)原子気体の内部エネルギーは運動エネルギーのみであると近似をすると,古典統計力学の結果より

1
2

mv2 =
3
2

kT

となる.つまり,T ∝ v2より,

T = Toexp

−
2
m

4~(ωL/c)2ΓNΩ2
R(

(ωo− ωL)2 + Γ2

4 + 2Ω2
R

)2
(ωo− ωL)τ


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解答

理論問題 No.3

なぜ星は大きいか？

1 まず、星の中心における温度の古典力学的評価

1a(1.5)

2個の陽子が持つ運動エネルギーの和が、最接近した時の静電エネルギーに等しいので、

2
(

1
2
mpv

2
rms

)
=

q2

4πε0dc
(1)

また、陽子は理想気体のように振る舞うと仮定しているので、

3
2
kTc =

1
2
mpv

2
rms (2)

よって両式から vrms を消去して次式を得る。

Tc =
q2

12πε0dck
= 5.5 × 109 K (3)

2 前問の温度の評価が誤りであることを見つけること

2a(0.5)

与式∆P/∆r = −GMrρr/r2 と、与えられた近似より、次式を得る。

Pc =
GMρc

R
(4)

次に、星の中心部で理想気体の状態方程式から Pc を求める。体積 V 中に含まれる陽子数を Np とすると、ボ

ルツマン係数 k を用いて次のように書ける。

Pc =
2NpkTc

V
(5)

ただし、同数の陽子と電子が圧力に対して同等に寄与しているため、係数 2がつく。電子の質量を無視してい

るので、一陽子当たりの体積 V/Np = mp/ρc であるから、

Pc =
2ρckTc

mp
(6)

Pc の 2表式 (4)(6)から、次の Tc の表式を得る。

Tc =
GMmp

2kR
(7)
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2b(0.5)

2aの結果 (7)より、次式を得る。
M

R
=

2kTc

Gmp
(8)

2c(0.5)

2bの結果 (8)に、定数の値と 1aの結果 (3)を代入して、次の値を得る。

M

R
=

2 × 1.4 × 10−23 × 5.5 × 109

6.7 × 10−11 × 1.7 × 10−27
kg/m = 1.4 × 1024 kg/m (9)

2d(0.5)

与えられた太陽の質量と半径から、次の値を得る。

M(Sun)
R(Sun)

=
2.0 × 1030

7.0 × 108
kg/m = 2.9 × 1021 kg/m (10)

この値は 2cの結果より 3桁小さい。

3 星の中心における温度の量子力学的評価

3a(1.0)

ド・ブロイ波長 λp は、次式で与えられる。

λp =
h

mpvrms
(11)

これと、(2)式 3kTc/2 = mpv
2
rms/2、(3)式 Tc = q2/12πε0dck、および dc = λp/2(1/2)から、次式を得る。

Tc =
q4mp

24π2ε2
0kh2

(12)

3b(0.5)

3aの結果 (12)に、与えられた定数の値を代入して、次の値を得る。

Tc =
(1.6 × 10−19)4 × 1.7 × 10−27

24 × 3.142 × (8.9 × 10−12)2 × 1.4 × 10−23 × (6.6 × 10−34)2
K = 9.7 × 106 K (13)

3c(0.5)

2bの結果 (8)に、定数の値と 3bの結果 (13)を代入して、次の値を得る。

M

R
=

2 × 1.4 × 10−23 × 9.7 × 106

6.7 × 10−11 × 1.7 × 10−27
kg/m = 2.4 × 1021 kg/m (14)

これは 2bで得たM(Sun)/R(Sun)の観測値 2.9 × 1021 kg/mに極めて近い。
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4 星の質量/半径の比

4a(0.5)

(8)式M/R = 2kTc/Gmp に、(12)式 Tc = q4mp/24π2ε2
0Gh2 を代入して、次式を得る。

M

R
=

q4

12π2ε2
0Gh2

(15)

5 最小の星の半径/質量の比

5a(0.5)

星内部での単位体積当たりの陽子数を np とすると、ne = np である。ここで、mp >> me より電子の質量

を無視すると、次式を得る。

ne = np =
M

4
3πR3mp

(16)

5b(0.5)

5aの結果 (16)を用いて、次式を得る。

de = n−1/3 =
(

M
4
3πR3mp

)−1/3

(17)

5c(1.5)

電子のド・ブロイ波長 λe = h/mevrms(electron)、運動エネルギー 3kTc/2 = mev
2
rms(electron)/2、

(12)式 Tc = q4mp/24π2ε2
0kh2、(15)式M/R = q4/12π2ε2

0Gh2、(17)式 de =
(
3M/4πR3mp

)−1/3

を、de ≥ λe/21/2 に代入して Rについて整理すると、次式を得る。

R ≥ ε
1/2
0 h2

41/4qm
3/4
e m

5/4
p G1/2

(18)

5d(0.5)

5cの結果 (18)に、定数の値を代入して、次式を得る。

R ≥ 6.9 × 107 m = 0.10R(Sun) (19)

5e(0.5)

3cの結果 (14)M/R = 2.4 × 1021 kg/mと 5dの結果 (18)より、

M ≥ 1.7 × 1029 kg = 0.09M(Sun) (20)
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6 古い星におけるヘリウム核の融合

6a(0.5)

エネルギーの保存則より、dc = 4q2/4πε0mHev
2
rms(He) が得られる。これと陽子のド・ブロイ波長を

dc = λp/21/2 に代入して、次式を得る。

4q2

4πε0mHev2
rms(He)

=
h

21/2mHevrms(He)
(21)

vrms(He) =
21/2q2

πε0h
= 2.0 × 106 m/s (22)

また、3kT (He)/2 = mHev
2
rms/2より、次式を得る。

T (He) =
mHev

2
rms

3k
= 6.5 × 108 K (23)
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