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理論第１問         【解答】 
 
1.1  TG の長さの計算 

バケツの中の水の体積は 333 101000 mcm −==V であり，バケツの底辺の長さは 

0.5322mm =°−=°−= )60tan12.074.0(60tanhLd  である（与えられたデータ

は有効数字２桁であるので，最終的には有効数字２桁で答えるべきであるが，

計算の過程ではより多くの桁を残しておく）。 

 

 

 

 

（解答１）水 F が少量であるので，水の重心 H が上図の PK の中点の真上にある

と近似する。このとき， m4661.0
2

TH =+=
d

a  である。モーメントのつり合

いにより， 

m01554.0THTG ==
M

m
≈ m016.0  

（解答２）バケツの水の深さをcとする。 Vbcd < なので， m01253.0<c である。

また，水の重心の T からの水平距離はバケツの底面の中心と T との水平距離

より長く，水面の中心と T との水平距離より短くなるので，

2

60tan
TH

2

°+
+<<+

cd
a

d
a である。よって， 0.4770mTHm4661.0 << ，ゆえ

に， 0.01590mTGm01554.0 << となる。すなわち有効数字２桁では 

=TG m016.0 である。 

（解答３）バケツの水の深さcは，以下の方程式から計算できる。 

2 1/ 2
0 ( 2 3 / )

tan 60
2 3

c d V b d
V bcd b c c

+ −
= + ⇒ =  

dbV ,, の値を代入して， m01228.0=c  
   下図のように水を三角柱と直方体に分割する。水全体の重心は三角柱の重

心と直方体の重心とを結んだ線を cdbcbcd 3:260tan
2

1
: 2 =°  に内分する点

なので， 

 

2/d3/c

H                     T  

N 

 
 
K 

R 

S P 



                 39th International Physics Olympiad - Hanoi - Vietnam - 2008                                   

                                Theoretical Problem No. 1 
                            

 11

m4714.0
3223

3

2
TN =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
+

++=
cd

dc

cd
a となる。ゆえに， 

m01571.0TG = ≈ m016.0  

 

1.2  21,αα の値の計算 
「てこ」が 1α 傾いていると，水面はバケツの縁をとおる。このとき水の体積

は 3 310 m− である。 PQ d< とすると，下図より PQ / 2V hb= × なので，

PQ 0.1111m= である。これは，明らかにPQ d< をみたす( 0.5322md = )。 

  
h

hh
3PQQS +

==1tanα より， =1α °6.20  

  また，傾きが °30 のとき，バケツは空になる。すなわち， =2α °30  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.3 全トルク（力のモーメント）μが 0 となるときの「てこ」の傾きβとバケツ

内の水量 1m の計算 

  PQ (m)x= とおく。バケツ内の水量は，水の密度を 3
water kg/m310=ρ として，

〕〔kgwater xxhbm 9
21 == ρ と書ける。 0=μ のときバケツ内の水が及ぼすトルク

と「てこ」の重さによるトルクはつり合う。バケツ内の水の断面は図中の△PQR

である。水の重心 N は線分 RI を 2:1 に内分する点なので，３点 N,T,G は共線

である。また， TGTN ×=× Mggm1 であるので， 

4713.001571.0301 =×=×=× TGTN Mm                (1) 

      

                                                                   G 
                                            h                 T    
 
R               N            
                             Q 
                   P 

I 

S 



                 39th International Physics Olympiad - Hanoi - Vietnam - 2008                                   

                                Theoretical Problem No. 1 
                            

 12

TN をxを用いて表すと， 
2

TN ( 3 ) 0.94 0.08 3 0.8014
3 2 3 3

x x x
L a h= + − + = − − = −  

(1)式に代入すると， 

xxxxm 213.73)3/8014.0(9 2
1 +−=−=×TN       (2) 

よって，xの方程式 
23 7.213 0.4714x x− + =           (3)  

を得る。 
(3)の解は， 2.337x = と 0.06723x = であるが， xは 0.5322 より小さいので，

0 0.06723x x= = である。したがって， 

kg6051.09 01 == xm ≈ kg61.0  

また， tan 0.4362
3

h

x h
β = =

+
 より， =β °57.23 ≈ °6.23  

 
2.1 １サイクルでの )(αμ （ )(tμ と )(tα の関係）のグラフ 
  はじめ，バケツが空のとき，α = 0であり，μは負で，その大きさは，最大

値 
mNTG ⋅=××=× 624.401571.081.930Mg  

をとる。トルクの符号は，水平軸のまわりの反時計回りの向きを正とする。 
  バケツに水が流れ込むにつれて， μ が正となり「てこ」が持ち上がるまで，

水が及ぼす正のトルクによりμが増加する。仮定により，このときからバケツ

内の水量は一定である。 
  「てこ」が傾くことにより，水の重心は回転軸から離れ，μの増加を引き起

こす。そして，μは水がバケツの縁からこぼれはじめる瞬間に最大値をとる。   

このとき， 020.6α α1= = である。 

  簡単な計算により， 
SI SP PQ / 2 0.12 1.732 0.1111/ 2 0.2634m= + = × + =  

2
TN 0.20 0.74 SI 0.7644m

3
= + − =  

°×−×= 6.20cos)300.1( gTGTNmaxμ  
°×××−×= 6.20cos81.9)01571.0307644.00.1( mN ⋅= 691.2  

≈ mN ⋅7.2  
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  バケツがこれより傾くと，バケツ内の水量は減少し，ついにはα β= , μ = 0  
となる。そして，慣性のためにαは増加し，μは減少し続ける。 

°== 302αα のとき，バケツは空になり， 

=°×××−= 30cos30 TGgμ mN ⋅− 0.4  

慣性のためにα はα0に達するまで増加し， 

mNcosTGcos 00 ⋅−=⋅−= ααμ 62.4Mg  
となり，その後，急速に 0=α へと減少する。 0=α のとき， 

μ ≈ mN ⋅− 6.4  

以上をもとに， )(tμ と )(tα とのグラフ )(αμ を描くと，下図を得る。 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2.2 トルク )(αμ の及ぼす微小な仕事は ααμ ddw )(= と表せる。１サイクルで「て

こ」が )(αμ により得るエネルギーは， ∫= ααμ dw )( ，すなわち， )(αμ のグラ

フが囲む面積である。よって， totalW はグラフ )(αμ における曲線(OABCDFO)

の囲む面積に等しい。 

  「てこ」が臼に与える仕事は，てこがα α0= の状態から水平になる，すなわ

-4.0N.m                           C 

-4.6N.m  F 

O                           E   α 

B    300     α0 

     μ 

2.7N.m                 A 

20.60 

 23.60 

-4.6cosα0 N.m                            D 
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μ 

β            α 

ちα = 0となるまでに得るエネルギーに等しい。よって， poundingW はグラフ )(αμ

における(OEDFO)の面積であり，その大きさは，はじめ「てこ」がもっていた

位置エネルギー 04.6sinTG αα =×× 0singM  (J) に等しい。 

2.3  点 D で「てこ」のもつ運動エネルギーが 0 であることを考慮することで，α0  

の大きさを計算できる。すなわち， 
図形(OABO) = 図形 (BEDCB) 

OABO を三角形に，BEDCB を台形に近似することにより， 
23.6 2.7 (1/ 2) 4.0 [( 23.6) ( 30)] (1/ 2)α α0 0× × = × − + − ×  

これより， =0α °7.34 を得る。よって， 

poundingW = 領域(OEDFO) = ααdMg cos
0

76.34
××− ∫ TG  

= 04.62 sin 34.7 2.63× = ≈ J6.2  

3.1.1 バケツから常に水があふれている。 )(αμ のグ 
 ラフはα β= の近傍では単調減少である。グラフ 
によると，α β= は安定な平衡点であるとわかる。 
αが増加すると，αを減少させる負のトルクが 

働き，αが減少すると，αを増加させる正のトル 
クが働く。 

 
3.1.2 αΔβα += （ αΔ は微小）のときのトルクμの 

計算 

「てこ」がαだけ傾いているときバケツ内の水量は (1/ 2) PQm bhρ= であり，

また， 0

1 1
PQ

tan tan30
h

α
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

である。αが β から αΔβα += まで増加すると

き，バケツ内の水量の増加は， 

αΔ
β

ραΔ
α

ραΔ
α

ρΔρΔ
2

2

2

2

sin2sin22

1

2

1 bhbhbhbhm −≈−=
∂
∂

==
PQPQ  

 
である。 
傾き αΔβα += のとき，「てこ」に作用するトルクは， mΔ によるトルクに等
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しい。よって， 
)cos( αΔβΔμ +×××= TNgm βΔ cos×××≈ TNgm  

TN の大きさは「てこ」の傾きがβのときの平衡の条件より計算できる。す

なわち， 
=×= 1mM TG/TN m779.0605.0/01571.030 =×  

∴ mN247 ⋅Δ−= αμ . ≈ mN ⋅− αΔ47  

3.1.3 「てこ」の回転運動方程式は， 

μα
=2

2

dt
dI （ただし mN ⋅−= αΔμ 2.47 ， αΔβα += ） 

I は「てこ」とバケツ内の水の軸 T まわりの慣性モーメントの和である。バ

ケツ内の水量はαに依存するので， I は一定でない。しかし， αΔ が微小のと

き，バケツ内の水量も水の形も変化しないとみなせ，I は近似的に一定である。

バケツ内の水は質量 0.605kg の質点とみなせる。よって，簡単な計算により， 
22 kgm37.12779.0605.012 =×+=I ≈ 2kgm4.12  

∴ αΔαΔ
2.47

)(
4.12 2

2

−=
dt

d  

これは単振動の方程式であり，その周期は， 

s22.3
2.47

4.12
2 == πτ ≈ s2.3  

 
3.2 バケツから常に水があふれているときのα β= 付近での単振動 
  「てこ」はα β= を中心に振幅 0αΔ の単振動をしているとする。 0t = のとき

0=αΔ であるとする。このとき水があふれている。dt の間に傾きはdα 変化す

る。この問題で調べるべきなのはdα < 0，すなわち，「てこ」がαの減少する

向きへ運動する場合であり，このとき，バケツをあふれさせる以上の水を供給

する必要がある。「てこ」の運動は t
τ
παΔαΔ 2

sin0−= と表される。よって， 

dttdd
τ
π

τ
παΔααΔ 2

cos
2

)( 0−==  

である。 
バケツから水があふれるためには，この間にバケツに流れ込む水量は少なく

とも dttbhdbhdm ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−=
τ
π

βτ
ρπαΔα

β
ρ 2

cos
sinsin2 2

2
0

2

2

 である。 

dmは 0=t のとき最大となり， dt
bh

dm
βτ
αΔρπ

2
0

2

0
sin

=  

バケツに流れ込む水量と流量Φ は関係式をみたす。ゆえに， 
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βτ
αΔρπΦ 2

0
2

sin

bh
=  

単振動をするためにはバケツから水があふれる必要があるので，「てこ」が

振幅 °1 ，すなわち =0αΔ 2π/360 rad の単振動をするためには， 

kg/s2309.0
sin360

2
2

2

1 =
⋅

=
βτ
πρπΦ bh ≈ kg/s23.0  

として， 1ΦΦ ≥ をみたす必要がある。 

 
3.3 2Φ の計算 
  傾きが =1α °6.20 まで減少しても，バケツから水があふれ続けていると，こ

のときバケツ内の水量は 1kg に達し，「てこ」の単振動の振幅は

°=°−° 36.206.23 となる。流量は 13Φ を超えなければならない。よって， 

kg/s0.69kg/s =×= 23.032Φ ≈ kg/s0.7  

これは米つき機が機能しない最小の流量にほかならない。 
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理論第２問           【解答】 

 

1. 

                                           

 

 

粒子の軌跡を含む平面で考えよう。粒子は時刻 0t = に点 A の位置にあり，時

刻 1t t= に点 B に達する。 図１において，A から出た球面波の半径は，時刻 1t t=

には AD となっている。また，AB 間の任意の点 C から出た球面波の半径は，時

刻 1t t= には CE となっている。ここで，その半径 CE は，次に示すように中心 C

と B の距離 CB に比例する。 

=
−

−
=

)(
/)(

1

1

ttv
nttc

CB
CE

=
nβ
1

const. 

したがって，全ての球面波に接する包絡面は，B を頂点とする，半頂角

nβ
ϕ 1

arcsin= θπ
−=

2
 の円錐となる。（θは粒子の軌跡と光線のなす角）  

1.1. 波面とこの紙面の交線は，2 つの（半）直線 BD と BD'。 

1.2. 粒子の軌道と交線のなす角度は， =ϕ
nβ
1

arcsin  

 

2. リング状の像ができることを示す作図は，粒子の軌跡と凹面鏡の中心軸を含む

D’

B
E

CA

θ

D

図１
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平面内で考える。また，問題文にもあるが，次の表記を用いる。 

S – 荷電粒子のビームと凹面鏡の交わる点 

 F – 凹面鏡の焦点  

 C – 凹面鏡の球面の中心 

 IS – 荷電粒子のビームの軌跡。凹面鏡の中心軸と小さな角度αをなす。 

 
 

まず，C を通る直線を IS に平行に引く。この直線と焦点面は点 O で交わる。

次に，Ｃから，CO とθの角度をなす直線を CO の両側に引き，それらと焦点面

との交点をそれぞれ M，N とする。すると，粒子ビームから出る AP(//CM)方向

のすべての光は M に集まり，AQ(//CN)方向のすべての光は N に集まる。三次元

的に考えても同じように，ビームからある方向へ放射される全ての光は，C を通

るその方向への直線と焦点面の交点に集まる。よって，図２の点線のように，焦

点面上に O を中心として半径 OM のリング状の像ができることがわかる。 

また，αとθは小さな角度なので，FO ≈ αf ， =r MO ≈ θf  となる。 

 

3.1 チェレンコフ光放射が起こるためには 
n
cv >  であることが必要なので，そ

のための最低の屈折率は， minn
v
c

=  である。 minminmin 1 aPn =−=ξ とおくと， 

1
1

1minmin −=−==
β

ξ
v
caP             (1) 

I 

θ
θ

CF
O 

M 

N 

S 

α 

A 

P 

Q 

CF = FS = f     CN//AQ 

CO//IS        α=∠FCO  

CM//AP       θ=∠=∠ OCNMCO  図２ 
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また，
pc
McK

2

= とおくと， 

=K ==
p
Mc

pc
Mc 2

β
β

β

2

2

1

1

−
=

−

Mv
Mc

         (2) 

これより，β をKで表すと， 

        
21

1

K+
=β                 (3)            

となる。ここで，K の値はそれぞれ =K 0.094（陽子），0.05（K 中間子），0.014

（π中間子）なので，3 種類のどの粒子に対しても 12 <<K  である。Kの 2 乗

より高次の項を無視すると，(3)式は次のように表せる。 

21

1
11

K+
−=− β 2

2
1K≈

2

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

p
Mc

         (3a) 

111
1 2 −+=− K
β

2

2
1K≈

2

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

p
Mc

         (3b) 

     (3b)式を(1)式に代入すると， 

         2
min 2

1 K
a

P =                   (4) 

これに上で求めたそれぞれのKの値を代入すれば，最低の気圧は次のように

求まる。   

Pmin  = 16 atm     （陽子）  

Pmin  = 4.6 atm     （K 中間子） 

Pmin  = 0.36 atm    （π中間子） 

 

3.2  問題 2.より，リング像の半径は =r MO ≈ f × θ と書ける。これより，K 中間

子のリング像の半径がπ中間子のリング像の半径の半分であるから， Kθθπ 2=  

が成り立つ。2 倍角の公式 

1cos22coscos 2 −== KK θθθπ             (5) 

より， 

1
21

22
−=

nn Kββπ

                          (6) 

またε を， 

=ε
21

1
11

K+
−=− β 2

2
1K≈            (7) 
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と定め， εβ −=1 と ζ+=1n を(6)式に代入する。このとき，ε とζ は十分に小さ

いので，これらの 2 次以上の項は全て無視する。すると(6)式は， 

 

Kεζεζ π 4411 +−=+−  

 

となり，題意を満たす
2

1ζζ = と
2

1PP = とnは，それぞれ次のように求まる。 

( ) [ ]2222

2

1 )014.0()05.0(4
6

1
4

6

1

3

4
−×=−=

−
= π

πεε
ζ KKK

K  

==
2

1

2

1
1 ζ
a

P atm6 ， 00162.1=n  

この n と前問で求めた KK を 
nβ

θ 1
arccos= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈ 2

2

1
1

1
arccos K

n
に代入すると， 

=Kθ °6.1 ， == Kθθπ 2 °2.3  

また，この空気の圧力では， 

minatmatm PP =<= 166
2

1 （陽子） 

なので，陽子ビームのリング像は観察されない。 

 

4.1 

    
nβ

θ 1
cos =  の両辺の対数をとって β で微分すると（以下， θΔθ →d ，

βΔβ →d と表す）， 

β
βΔ

θ
θΔθ
=

⋅
cos

sin
             (8)             

(3a)式の両辺の対数をとって微分すると， 

       2
1

p

p

β
β

Δ Δ
=

−
           (9)             

を得る。(8)，(9)式より βΔ を消去すると， 

β
β

θΔ
θΔ

pp
−

=
1

tan

2
 

となり，さらに (3b)式と近似 θθ ≈tan を用いると，次のように書ける。 

       
p
K

pp θβ
β

θΔ
θΔ 21

tan

2
≈

−
=            (10)             

K 中間子の場合は， 05.0=KK ， rad
180

6.16.1
πθ =°=K を代入して， 
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=×
×

=
ππΔ

θΔ Κ 180

10
180

6.1

05.0 2

cp GeV/
)/(51.0 cGeV/°  

π中間子の場合は， 014.0=πK ， rad
180

2.32.3
πθπ =°=  を代入して， 

=
°

×
×

=
ππΔ

θΔ π 180

10
180

2.3

014.0 2

GeV/cp
)//(02.0 cGeV°  

4.2 2 つの像が区別できる条件は， 
°=−< 16.0)(1.0 KθθθΔ π  

この θΔ は， 

=
+

=+= p
p

Δ
Δ

θΔθΔθΔθΔθΔ πΚ
πΚ ( ) pc Δ⋅° )/(53.0 GeV/  

と表されるので， pΔ について解けば，次式を得る。 

=×<
53.0
6.1

10
1pΔ cGeV/3.0  

 

5.1  チェレンコフ光放射が起こるために必要なβの最低の値は， 

1 3

4n
β = =                             (11) 

また，静止質量M ，エネルギーE の粒子の運動エネルギーT は， 

2
2 2 2

2 2

1
1

1 1

Mc
T E Mc Mc Mc

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = − = −
⎢ ⎥−β −β⎣ ⎦

    (12) 

と表される。よって，(11)式のβを(12)式に代入して，チェレンコフ光を発する

ために荷電粒子がもつべき最低の運動エネルギー minT を得る。 

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

= 1

16
9

1

12
min McT 251.0 Mc       (13)       

5.2 α粒子は静止質量 2
α 3 8 GeV. /M c= ，β粒子は静止質量 2

e 0 51 MeV. /M c=  

である。これらを(13)式に代入すると， minT はそれぞれ次のようになる。 

=×= GeV8.351.0)(min α粒子T GeV94.1  

=×= MeV0 51.51.0)(min β粒子T MeV26.0  
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また，放射線源から放射される粒子の運動エネルギーは数 MeV 以上になら

ないことから，チェレンコフが観測した光を発した粒子は，β粒子。 

 

6.1  一定の運動量をもつ荷電粒子のビームに対してθは， 

β
θ

n
1

cos =               (14) 

と表された。この両辺の対数をとってnで微分する（β は定数）と，  

   

n
nδ

θ
δθθ

=
⋅

cos

sin
       .                  (15) 

となる。いま， nδ は可視光の最短波長に対する空気の屈折率 vn ，および最長

波長に対する屈折率 rn の差 rv nnn −=δ である。題意より， 

)1)(02.01(1 −+=− rv nn  

∴ =nδ ≈−=− )1(02.0 rrv nnn )1(02.0 −n  

と表される。問題 3.2 より， P = 6 atm の空気に対して rad
180

2.32.3
πθπ =°= , 

n = 1.00162 を用いると，δθ は次のように求められる。 

=×
×

−×
=≈=

ππθ
δ

θ
δδθ 180

180
2.3

)10016.1(02.0
tan

n
n
n

°033.0  

ここで， θθ ≈tan ， 1≈n と近似した。       

 

6.2.1 可視光の波長の幅に起因するリング像の幅の半値半幅は，問題 6.1 で求めた

δθ の半分なので， 

=δθ
2
1

°017.0  

   運動量の幅に起因するリング像の幅の半値半幅は，問題 4.1 で得られた関係

式 =
pΔ
θΔ π )//(02.0 cGeV° と，運動量の半値半幅 cp GeV/3.0=Δ を用いて， 

=×° cc GeV/GeV/ 3.0)/(02.0 °006.0  

と計算できる。これは，波長に起因するリング像の幅のばらつきの 3 分の 1 程

度である。 
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6.2.2 波長が短くなるにつれ，空気の屈折率nは大きくなる。nが大きくなると，

関係式
nβ

θ 1
cos = より，θは大きくなる。したがって，リング像の内側から外

側に向かうにつれて，放射される光の波長は短くなる。このことを解答用紙の

表に書き込むと， 

 

        • リングの内側の縁の色  

        • リングの中ほどの色 

        • リングの外側の縁の色 

となる。 

 

 

 

青 白 赤 
  ○ 
 ○  

○   
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理論第３問            【解答】 

 
1. 高度差dzの圧力差をdpとすると，この間の空気にはたらく力のつり合いより， 

gdzdp ρ−=                             (1) 

となる。ここで，gは重力加速度の大きさ， ρ は空気の密度である。空気の密度

は理想気体の状態方程式 

RTmpV
μ

=  

を用いると， 

RT
p

V
m μρ ==              (1-1) 

となる。これより，(1)式の微分方程式 

dz
RT
g

p
dp μ

−=  

を得る。 

1.1. 空気の温度は一定で 0T に等しいとすると， 

dz
RT
g

p
dp

0

μ
−=  

となるから，初期条件「 0=z のとき， 0pp = 」を用いて積分し， 

                   =)(zp
z

RT
g

ep 0
0

μ
−

                   (2) 

を得る。 

1.2. もし， 

zTzT Λ−= )0()(            (3) 

であれば， 

=
p
dp

[ ]dzzTR
g

Λ
μ
−

−
)0(

      (4)                

となる。 

1.2.1. 初期条件「 0=z で， 0pp = 」を用いて，(4)式の両辺を積分すると， 

)0(
)0(

ln
)(

ln
0 T

zT
R
g

p
zp Λ

Λ
μ −

=  

∴ =)(zp
R
g

T
zp

Λ
μ

Λ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

)0(
10             (5) 
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 となる。 

1.2.2. もし， 

( )
( )

1
0

zρ
ρ

>  

ならば，自由対流が生じる。(1-1)式より，空気の密度は， 

==
)(
)0(

)0(
)(

)0(
)(

zT
T

p
zpz

ρ
ρ

1

)0(
1

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

R
g

T
z Λ

μ

Λ
 

となる。これより，指数が負のとき，上式の最右辺は１より大きくなり，自由

対流が起こる。 

                                 01<−
R
g

Λ
μ

 

   こうして， 

                   =
××

=>
−

31.8
81.91029 3

R
gμΛ K/m2104.3 −×  

 を得る。 

2. 空気塊は断熱変化をし，その温度 parcelT と圧力 pの間にはポアソンの関係式が

成り立つため， parcelT は pに依存して決まる。また，上下方向へ動く空気塊の圧

力 pは，つねに周囲の大気圧に等しく，大気圧は高度zに依存する。 

2.1. 上に述べたことより，次式が成り立つ。 

dz
dp

dp
dT

dz
dT parcelparcel =  

  
dp

dTparcel の表式： 

ポアソンの関係式 =γpV const. に空気塊の状態方程式 parcelnRTpV = （n：

モル数）を用いてV を消去すると， 

const.parcel =
−
γ
γ1

pT                     (6) 

(6)式の両辺を pで微分して， 

p
T

dp
dT parcelparcel

γ
γ 1−

=                   (7) 
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dp

dz
の表式： 

(1)式より， 

=−= g
dz
dp ρ

RT
pgμ

−  

となる。ここで，T は外気の温度である。 

こうして， 

=
dz

dTparcel

T
T

R
g parcelμ

γ
γ 1−

−  ∴ =G
T

T
R
g parcelμ

γ
γ 1−

  (8) 

  一般に，Gは一定ではない。 

 

2.2.  

2.2.1. parcelTT = のとき，(8)式より， 

=Γ
R
gμ

γ
γ 1−

=
pc
gμ const.=           (9) 

2.2.2. =Γ =
×

×

31.8
2
7

81.9029.0 K/m31078.9 −×     

2.2.3. =−= Γ
dz

dTparcel const. より，地表 0=z での温度 )0(T を用いて， 

== )()( zTzT parcel zT Γ−)0( = zT 31078.9)0( −×−         (10) 

2.3.  (8)式に(9)式を代入すると， 

=
parcel

parcel

T
dT

zT
dz

Λ
Γ

−
−

)0(
 

となるから，初期条件「 0=z のとき， )0(parcelparcel TT = 」を用いて積分して， 

)0(
)0(

ln
)0(

)(
ln

T
zT

T
zT Λ

Λ
Γ −

=
parcel

parcel  

となる。これより， 

=)(zTparcel

ΛΓ
Λ

/

)0(
)0(

)0( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
T

zTTparcel             (11) 

 を得る。 
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2.4.  (11)式より， 

=)(zTparcel

ΛΓ
Λ

/

)0(
1)0( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
T
zTparcel  

≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≈

)0(
1)0(
T
zT Γ

parcel zT Γ−)0(parcel    (12) 

3. 大気の安定性 

3.1. 空気塊と大気の圧力はつねに等しい。高度 0z では )()( 00 zTzT =parcel であるか

ら，空気塊の密度 parcelρ と大気の密度 ρ は等しく，空気塊はつり合いの状態に

ある。空気塊の位置が 0z から微小な変位を考えるかぎり， Γ=G とみなすこと

ができる。また，微小変位であるから )(zTparcel に対しては， (12)式を用いるこ

とができる。よって，空気塊の位置が dzz += 0 となったとき， 

dzTdzT Γ−=+ )()( 00 parcelparcel  

dzTdzT Λ−=+ )()( 00  

となる。 

0>d のとき， 

ΓΛ >  ⇒ )()( 00 dzTdzT +>+parcel  ⇒ ρρ <parcel  

となり，空気塊は上昇し，不安定になる。 

以上より，答は， 

不安定： ΓΛ > ，安定： ΓΛ < ，中立： ΓΛ =  

 

3.2. 地上 0=z では，つり合いの高度 hz = からの変位は大きい。よって， )(zTparcel

に対して(11)を用いる。 

)()( hThT =parcel より， 

ΛΓ
Λ

/

)0(
)0(

)0( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
T

hTTparcel hT Λ−= )0(  

を得る。ここで， 
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ΛΓ
Λ

/

)0(
)0(

)0( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
T

hTTparcel

ΛΓ
Λ

/

)0(
1)0( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
T
hTparcel  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

)0(
1)0()0(
T
hThT ΛΛ  

となるから， 

ΛΓ
Λ

Λ −

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−

)0(
)0(

)0(
1

parcelT
T

T
h

 

となり， 

=h
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−ΛΓ

Λ

Γ

Λ

1

))0((

))0((
)0(

1

parcelT
TT                   (13) 

を得る。 

4.  

 
4.1. ３つの層に対するΛの値は，次のように求められる。 

(1)     0 < z  < 96 m,     =
−
−

=
596

1.205.21Λ K/m3104.15 −×  

0

100

200

300

20.0 20.5 21.0 21.5 22.0 22.5

D(20.6oC;142 m)
C(20.8oC; 119 m)

B(21.0oC; 96 m)

A( 22oC; 0 m)

Temperature [oC]

A
lti

tu
de

 [
m

]

(20.6℃;146 m) 
(20.9℃;119m)

(21.1℃;96 m) 

図１
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(2)    96 m < z  < 119 m,   0=Λ ，等温層 

(3)    119 m < z  < 215 m, =
−
−

−=
119215

1.200.22Λ K/m3108.19 −×−  

地上 0=z での気温は，図 1 を外挿して K6.2946.21)0( == ℃T となるから，

(1)層に対するΛの値を(11)式へ用いて， 

=m)parcel 96(T
3

3

104.15

1078.9
3

6.294
96104.156.294

295
−

−

×
×

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ××−
×  

≈= K06.294 K1.294 = ℃1.21  

   (2)層は等温層であるから， ℃20.1K == 1.293)(zT ， =m)parcel 96(T K1.294 を

用いて，(8)式より， 

dz
zTT

dT
)parcel

parcel

(
Γ

−=  

となるから，この式を積分して， 〕〔m196 hz += での空気塊の温度は， 

=)(zTparcel ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 1(

96( h
zT

T
)

m)expparcel
Γ

 

と表される。これより， m23961191 =−=h として， 

=)119( mparcelT ≈87.293 K9.293 = ℃9.20  

4.2. (3)層では，119 m からスタートして(13)式を用いる。 

=2h =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

×−

−−

−

−
×+×

×−

×

−

33

3

3
108.191078.9

1

108.19

1078.9

3 9.293

1.293
1.293

108.19

1 m0.27  

よって，最高の高度は， 

=+= 0.27119H m146  

このときの温度は， 

== )()( HTHTparcel 2119( hT Λ−m)  

=××+= − 0.27108.191.293 3 K6.293 = ℃6.20  

5. 単位時間あたりに排出される CO の質量は， 

=××××= − 3600/10851012 53M kg/s3.13  
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である。 

5.1. 時間dtあたりの CO 濃度の変化をdC とすると，この間，ハノイ市街にオー

トバイから排出される CO の量はMdt ，風で運び出される CO の量は

udttLHC )( ，ハノイ市街の CO の増加量はLHWdCと書けるから， 

LHWdCudttLHCMdt =− )(  

が成り立つ。これより，求める微分方程式は， 

LHW
MtC

W
u

dt
dC

=+ )(                         (14) 

となる。 

5.2. (14)式は， 

0)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

LHu
MtC

W
u

dt
dC

 

と書けるから，任意定数をK として微分方程式(14)の一般解は， 

LHu
Mt

W
uKtC +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= exp)(        (15) 

となる。ここで，初期条件： 0)0( =C を用いて， 

=)(tC ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−− t
W
u

LHu
M

exp1             (16) 

を得る。 

5.3. (16)式より，午前８時を s3600=t として， 

=s)3600(C ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

×
−−

×××
3600

108

1
exp1

11461015

3.13
33  

= 3kg/m6102.2 −× = 3mg/m2.2  
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